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㷎 㮔

引力波与其他天体的散射过程具有非常重要的研究意义。自上世纪中期以来，人们

对于不含时的散射进行了详细的研究，最经典的研究方法是分波法，其在短程势情况下

的计算非常成功。因此，基本场在黑洞的弯曲时空下的散射具有非常基础且广泛的研究

意义。但是，我们对于在引力势能为代表的长程势能的情况下的散射过程研究有限，一

个关键障碍就是计算散射振幅时分波求和缺少收敛性[1-2]。我们的主要工作是要构建一

个基本场的散射行为的理论框架来解决上述的发散问题：即抛弃传统分波法中的平面波

入射假设，考虑波源与散射源的长程势能的共同影响，分析从波源到散射源再到观察者

的传播过程，从而解决散射振幅的发散性难题。同时，我们也会使用我们的理论框架与

目前处理长程势的分波法进行比较，来验证结果的收敛性；也会与目前数值模拟的引力

波散射结果进行比较，来验证我们的理论框架的有效性。

关键词: 引力波；散射；黑洞；两电荷库伦波方程
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ABSTRACT

The scattering process between gravitational waves and other celestial bodies is very
important to study[3]. Since the middle of last century, the time-independent scattering
has been studied in detail. The most classical method is the partial wave method, which
is very successful in calculating the short-range potential. Therefore, the scattering of the
fundamental field in the curved space-time of the black hole has a very basic and extensive
research significance. However, we have limited research on the scattering process in the
case of gravitational potential energy represented by long-range potential energy, and
a key obstacle is the lack of convergence in calculating the scattering amplitude TDR
summation[1-2]. Our main work is to construct a theoretical framework of the scattering
behavior of the basic field to solve the above divergence problem: that is, abandoning the
plane wave incident hypothesis in the traditional wave splitting method, considering the
common influence of the long-range potential energy of the wave source and the scattering
source, analyzing the propagation process from the wave source to the scattering source
and then to the observer, so as to solve the divergence problem of the scattering amplitude.
At the same time, we will also use our theoretical framework to compare with the current
partial wave method dealing with long range potential to verify the convergence of the
results. The results of the current numerical simulation of gravitational wave scattering
are also compared to verify the validity of our theoretical framework.

Key Words: Gravitational Wave, Scattering, Black Hole, Two-Center Continuum Coulomb
Wavefunctions
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☾㮥㷦 㩥⿥

在 2016 年，激光干涉引力波天文台（Laser Interferometer Gravitational Wave Obser-
vatory, LIGO）与 Virgo 科学合作组织共同报告了所观测到的引力波事件 GW150914[3]，

这是人类第一次观测到引力波事件，其开启了一个全新的窥探宇宙奥秘的方式：通过

引力波来了解宇宙的信息。这推动了多信使天文学的发展，许多大科学装置如天琴计

划[4-5]、太极计划[6]等正在有序推进中。

本文章所研究的引力波散射理论是为了提供一个引力波在发生散射过程的波函数计

算方法，可以为引力波数值模拟和引力透镜现象观测提供一个更精确更方便的计算方

法。我们在绪论部分将首先介绍引力波的研究历史，然后我们会介绍引力波散射理论的

研究进展。

1.1 㯧⻲⏒⮈ⰽ

我们简要介绍一下引力波发现的历史。1916 年，爱因斯坦在其《引力场方程的近似

积分》论文中[7]，根据广义相对论的框架首次推导出引力波的存在。他认为，在质量以

加速度运动时，会在弯曲的时空中产生“涟漪”，并以光速向外传播。这一波动现象与电

磁波相似，他并且给出三种类型不同的引力波1，但由于引力效应非常微弱，远低于当时

实验设备的探测极限。在爱因斯坦之前，亨利·庞加莱等学者就曾提出“类似电磁波”的

思想[8]，即认为在加速度运动时，质量也可能会产生辐射效应。

随后，爱因斯坦的结论受到了质疑。他在 1936 年与纳森·罗森在《物理评论》中发

表的《引力波存在吗？》一文中表示，引力波在广义相对论中不存在。但随后文章经过

同行的评议并修改为了相反的结论，以新的标题《论引力波》转而发表在了《富兰克林

会社期刊》。为了实证引力波的存在，需要选择合适的坐标系来计算实验可测的物理量，

皮拉尼于 1956 年在文章《论黎曼张量的物理意义》中解决了这一问题[9]。最后，皮拉尼

等人在广义相对论的框架下表明了引力波的存在并提供了引力波精确解的明确例子[10]。

引力波的探测的过程十分曲折。20 世纪 60 年代，美国物理学家约瑟夫·韦伯设计

了最早的重力波探测器——“韦伯棒”[11]。这种共振质量探测器利用铝制圆柱体在特定共

1它们也为“纵纵波”、“纵横波”与“横横波”。
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振频率下因引力波而发生微小振动，进而通过附着的传感器转换为电信号。然而，韦伯

声称在 1969 年首次探测到信号，后续其他实验室多次尝试复现均未成功，因而韦伯棒

实验最终未被学界接受为确凿证据[8]。1974 年，拉塞尔·赫尔斯与约瑟夫·泰勒发现了

脉冲双星系统 PSR B1913+16（赫尔斯－泰勒脉冲双星）[12]。该系统中，两颗中子星围

绕共同质心运转，并因持续散发重力波而损失能量，导致它们的轨道逐渐收缩。长期对

该系统的精密计时结果与广义相对论中关于能量损失的计算吻合得极为出色，为引力波

存在提供了最有力的间接证据，并因此两人于 1993 年获得诺贝尔物理学奖。在 1970 年

代末到 1980 年代初，科学家们开始探索利用激光干涉仪进行引力波探测。

图 1.1: 此为 LIGO 汉德福天文台照片，可以看到两个延伸几公里的激光干涉臂[13]

1984 年，美国加州理工学院、麻省理工学院与其他机构联合发起了激光干涉引力波

天文台（LIGO）项目[13]。该项目旨在建造两个相距数千公里的独立探测器，以便通过

互相关比较来排除局部干扰噪声，我们可以看到图 1.1中所拍摄的位于华盛顿州汉德福

天文台的激光干涉仪。经过十多年艰苦工作与技术研发，初始 LIGO 于 1999 年建成，

虽然在 2002–2010 年期间未捕捉到信号，但为后续工程积累了宝贵经验。2010 年以后，

LIGO 进入了升级阶段——先进 LIGO（Advanced LIGO）。经过多项技术改进（如更长

的干涉臂、多重光学腔体、低噪声悬挂系统以及更高激光功率等），先进 LIGO 的灵敏度

较初始版本有大幅提升，探测距离提升近十倍，使得实际探测的宇宙体积增加了约 1000
倍。2015 年 9 月 14 日，先进 LIGO 在美国路易斯安那州和华盛顿州的两台探测器几乎

同时捕获到一段来自约 13 亿光年之外双黑洞合并事件（后来被命名为 GW150914）的

引力波信号[3]。信号特点符合广义相对论预测的“啁啾”型（chirp）波形，即频率随着时

– 2 –
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间增加而上升。此后，LIGO 及其欧洲伙伴处女座干涉仪（VIRGO）又陆续探测到其他

多起引力波事件，包括双黑洞合并和双中子星合并（GW170817）等[14-15]，从而正式拉

开了引力波天文学时代的序幕。

1.2 㓞㔠⹻⿥

散射是物质相互作用的一个基本表现形式，不论是高能物理的对撞机探究新物理，还

是湛蓝色的天空的形成，都离不开散射的作用。而对于宇宙，充斥在宇宙中的电磁波和

引力波每时每刻都有与大质量天体发生着散射作用，包括引力透镜在内的许多现象都是

散射的体现。如果我们希望进一步了解宇宙中内涵的信息，研究电磁波和引力波等的散

射的意义重大。尤其是研究黑洞的强弯曲时空对基本场的散射具有非常基础研究意义。

研究散射问题的基本方法是量子力学中介绍的分波法（Partial Wave Method）。其主

要思想是将散射过程分离成两部分，其中一部分是从无穷远处传播到散射源的平面波，

另外一部分在散射源处产生的散射波，我们将散射源处在极坐标下用球谐函数为基底进

行级数展开，会得到一个特殊函数为基底的无穷级数，而求和的每一项被称之为分波，

也就是意味着我们把散射波展开成了无数“分波”的叠加。我们会在第二张详细介绍分波

法的理论框架。

我们再回到希望解决的问题，也就是处理标量波、矢量波（电磁波）或者张量波（引

力波）在黑洞背景下的弯曲时空散射问题1，其处理思路也是以分波法为基础。自 20 世

纪 60 年代以来，人们对不含时的散射情况进行了详细的研究[16-18]。但是，我们使用分波

法处理长程势情况时，尤其是在计算以任意入射角撞击旋转黑洞的电磁波或引力波的散

射振幅，目前还没有精确的计算方法。其主要原因在于我们计算散射分波的振幅时，会

出现级数求和发散。这个问题在量子场论中也会讨论，被称为红外发散[19]。这个问题在

近十年仍然有很多学者尝试解决，但是都是基于解决分波级数的发散性为出发点[2,20-23]。

比如，Sam Dolan 提出给分波级数加上一个退化因子用来消除分波级数的发散性，尤

其是在小角度散射时的发散问题[2]；Wendu Li 则认为分波发散源于平面波的分波分解

会导致发散，因此希望设置一个带有限边界的“平面波”入射条件，再使用分波法处理散

射[20]。这些方法都解决部分的发散性的问题，但是都有局限性，仍然没有很好的精确求

解分波级数的发散问题。

而对于靠近黑洞的区域，我们已经了非常成熟的理论分析方法。我们考虑最一般的

1这里也对应着场的自旋 s = 0、s = 1 和 s = 2 的情况。
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散射源是克尔黑洞（旋转的黑洞）的情况。在散射源处，单个克尔黑洞的引力影响占主

导，计算波函数在克尔黑洞附近的行为已经有了非常成熟的方法，尤其是以 Teukolsky
方程为代表的理论[24-26]，使用 Newman- Penrose 形式完整的描述了在克尔黑洞附近的行

为[27]，而我们对于其中最为关注的是从波在黑洞附近散射后产生的相移（Phase Shift），
也就是入射波进入黑洞之后并与黑洞发生相互作用后散射出来携带的信息，这是一种对

于散射问题的简化。

目前，我们对于目前处理引力波散射问题时，往往采用数值模拟的方法，因此需要

消耗巨大的计算资源[28]。所以，提出一个能够克服当前分波法的局限的新方法是十分必

要的。

1.3 ⿥㢶☨㾉㺑ⰵ⤕

本论文主要分为三个部分，首先是对于散射理论的介绍，我们会先简要介绍散射的

基本方法分波法，然后再介绍我们提出新的理论框架，并给出我们期望能解决的问题。

其次是数值验证部分，我们会使用我们的理论框架得到的理论结果通过数值计算来验证

我们是否解决了分波法的发散问题。最后是对前两部分的总结与分析部分，并且给出未

来需要改进的地方与我们理论的应用。

在全文中所有解析求解的部分，我们均采用自然单位制，设 G = h̄ = c = 1。

– 4 –
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☾✠㷦 㥥㟧㲓ㄩ㨻

2.1 ⫑╇㓞㔠⹻⿥ⰽ㔘

研究散射问题的基本方法是量子力学中介绍的分波法（Partial Wave Method）[29]。

我们考虑一个入射粒子被一个中心势场散射，考虑到波函数的对称性，我们可以对

其进行分离变量：

ω(r, θ,φ) = R(r)Ylm(θ,φ) (2.1)

其中 Ylm(θ,φ) 是球谐函数，而 u(r) = rR(r) 满足径向方程

d2u

dr2 +

{
2m

h̄2 [E → V (r)]→ l(l + 1)

r2

}
u = 0, (l = 0, 1, 2, · · · ) (2.2)

对于这个方程，我们可以在不同的尺度，按照方程不同项的收敛速度来分成不同的处理

图 2.1: 势能作用范围示意图，我们将空间按照方程不同项的收敛速度分成三个区域：

长程区、离心势能区和短程势能区

区域。在通常的问题中，处理的势能是短程势能，如 Yukawa 势 V (r) ∼ e→µr/r，因此其

收敛速度是最快的，我们将短程势占主导的区域称为短程势能区，随着距离的增加，势

能项衰减，而离心势占主导，我们称为离心势能区；当距离更远的时候 r → ∞，我们忽

略了所有衰减项的作用，这里我们称为长程区，在光学里也称为辐射区。

– 5 –
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我们首先考虑长程区，在 r → ∞ 时，原方程退化到波动方程

d2u

dr2 + k2u = 0 (2.3)

其中 k2 = 2mE
h̄2 ，其通解为 Aeikr + Be→ikr，那么径向波函数的通解就是两个传播方向的

球面波的叠加

R(r) = A
eikr

r
+B

e→ikr

r
(2.4)

其中 k 的正负方向代表了发散和汇聚的传播方向，我们需要研究散射波，那么取 B = 0，

则径向波函数的形式为

R(r) = A
eikr

r
(2.5)

我们再考虑离心势能区的波函数形式，此时方程的形式为

d2u

dr2 +

[
k2 → l(l + 1)

r2

]
u = 0 (2.6)

其通解由第一类汉克尔函数和第二类汉克尔函数描述，因为其在无穷远处的渐进行为是

e±ikr 的行波形式，由于只考虑散射波，我们只取渐进行为是发散波的特殊函数，因此

h(1)
l (x) ∼ (→i)l+1 e

ix

x
(2.7)

我们得到在离心势能区的径向波函数的解为

R(r) ∼ h(1)
l (kr) (2.8)

则波函数的完整形式可写为

ω(r, θ,φ) = A

[
eikz +

∑

l,m

Clmh
(1)
l (kr)Ylm(θ,φ)

]
(2.9)

其中 eikz 部分是入射的平面波，求和部分代表了散射波，考虑到沿入射方向为轴的旋转

对称性，球谐函数会退化为勒让德函数

Yl0 ∼
√

2l + 1

4π
Pl(cos θ) (2.10)

因此，求和部分可以重新写为

ω(r, θ,φ) = A

[
eikz + k

∑

l

ali
l+1(2l + 1)h(1)

l (kr)Pl(cos θ)
]

(2.11)

– 6 –
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这里我们可以理解分波法的含义，也就是散射波被分解为了 l 个振幅分别为 al 的“分波”，

且在 r → ∞ 时候，求和会退化为

ω ∼ A

[
eikz + f(θ)

eikr

r

]
(2.12)

其中

f(θ) =
∞∑

l=0

(2l + 1)alPl(cos θ) (2.13)

如果将平面波也分解到以勒让德函数为基底的求和中，我们可以写为

ω(r, θ) = A
∑

l

il+1(2l + 1)
[
jl(kr) + ikalh

(1)
l (kr)

]
Pl(cos θ) (2.14)

其中 jl(kr) 是球贝塞尔函数。因此，我们只需要计算分波的振幅就可以获得散射波的所

有信息。

2.2 ⼉♇⻸㩦ⶲ⿡⏒➝⒴

由于引力相互作用的长距离效应，我们不能简单地使用平面波作为入射波来处理引

力势散射问题。相反，需要同时考虑源和散射中心的引力势共同作用，因此我们考虑一

个波源-散射源的系统也类似于双原子分子的问题。我们首先假设有波源天体 A 与散射

天体 B 两个天体，且相互距离足够远，因此可以对于不同距离的区域做不同的近似处

理，如图2.2所示意的系统。

我们参考上一节分波法的介绍来进行类似的分区。在 A、B 两点的虚线圈外的区域，

我们只需要考虑波源散射源的库伦势能部分也就是 V (r) = →ZA/rA→ZB/rB，即牛顿势

能部分，我们命名为长程区；而对于两点虚线圈之内的区域我们仍需要区分两个区域，

在离中心天体足够近的时候，我们需要考虑强引力带来的广义相对论效应，我们命名为

局域区；而在距离离中心天体足够远但是相对于 A、B 两点之间的距离足够近的区域，

我们可以将长程区的场方程与局域区的场方程在这个区域进行匹配，进而得到一一的对

应关系。那么，我们接下来先分别对两个区域的场方程进行分析，为了简化问题，我们

首先考虑标量波的方程。

– 7 –
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两点连续库伦波方程

出射的库伦波 入射波和出射波

A B

图 2.2: 我们构建了如上的波源-散射源的系统，A 为波源，B 为散射源

2.2.1 ⼉♇⻸㩦ⶲ⿡⏒➝⒴☨☠ⓞ

我们首先考虑在长程区的方程。考虑图2.2波源-散射源的体系，其中点 A 是波源，而

点 B 是散射中心，两个点的距离设为 R。为了简单起见，我们首先考虑平坦时空中由

薛定谔方程方程决定的标量波散射。其势能为强度为 NA 和 NB 的库伦电势

(
→1

2
∇2 → ZA

r
→ ZB

r

)
ω = Eω (2.15)

其中，E 是散射态的能量，我们在椭球坐标中对上述方程进行变换，则椭球坐标有

如下定义

ξ =
rA + rB

R
, η =

rA → rB
R

, φ (2.16)

我们列出下面的推导中会使用到的常量

c2 =
1

2
ER2 (2.17a)

p = (ZA → ZB)R (2.17b)

q = (ZA + ZB)R (2.17c)

φ = →q/2c (2.17d)

k =
√
2E = 2c/R (2.17e)

其中达朗贝尔算符作用在标量场上的结果

– 8 –
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∇2ω =
1

(ξ2 → η2)

{
∂

∂ξ

[(
ξ2 → 1

) ∂ω
∂ξ

]
+

∂

∂η

[(
1→ η2

) ∂ω
∂η

]}

+
1

(ξ2 → 1) (1→ η2)

∂2ω

∂ϕ2

(2.18)

那么我们可以对其进行分离变量

ω =
∑

lm

amXm(ξ)Sm(η)e
imω (2.19)

则可以分别得到对应的微分方程，这组方程也称之为两点连续库伦波方程（Two-
Center Continuum Coulomb Wave Equation）[30]

d

dη

(
1→ η2

) dS
dη

+
m2S

1→ η2
+ [pη + A→ c2η2]S = 0 (2.20a)

d

dξ

(
1→ ξ2

) dX
dξ

+
m2X

1→ ξ2
+ [qξ → A+ c2ξ2]X = 0 (2.20b)

其中，A 是该微分方程的分离常量，我们称方程2.20a为角向方程，2.20b为径向方程。

那么波函数的解可以被写为

ω =
∑

m

∑

A

am(A)Xm(A, ξ)Sm(A, η)e
imφ (2.21)

观测上述两个方程的形式，我们知道方程2.20b和方程2.20a形式是类似的，只是其中

的参数的差异，以及对于 η 和 ξ 的解析性的要求不同，因此会导出不同形式的解。实际

上这组方程拥有七个具有不同行为和解析性的解[30]，具体形式我们放在了附录A中，我

们需要从中做出选择。这里，我们参考 Ref.[31]的工作，讨论角向方程和径向方程的性质。

2.2.2 Ⱋ㦢⧉㗷

我们首先考虑角向函数，由于选择椭球坐标 η 的值被限制在 [→1, 1] 的闭区间，我也

要要求其在区间端点上解析，因此我们给出角向方程的表达式

S(η; k,R) = e→ic(1→η)
∑

s=0

ds(k,R)Pm
s+m(η) (2.22)

其中系数 ds 满足递推式

d1 = 0, d0 = 1

ρsds+1 → κsds + δsds→1 = 0
(2.23)

– 9 –
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图 2.3: 我们分析在椭球坐标中 ξ 与 η 的行为，可以看出从 A 点到 B 的连线上 η 由 →1

到 1 变化，ξ 保持 1，而在连线之外 ξ 都是大于 1。我们可以根据这个性质来分别分析

角向函数和径向函数的行为

其中，

ρs = (s+ 2m+ 1)[b→ 2ic(s+m+ 1)]/[2(s+m) + 3] (2.24)

κs = →φ+ (s+m)(s+m+ 1) (2.25)

δs = s[b+ 2ic(s+m)]/[2(s+m)→ 1] (2.26)

本征值 φ 可通过以下方程算出

y(φ) = κ0 →
∞∑

n=0

ρnδn+1

κn+1
= 0 (2.27)

为了计算更有效率，我们可以选择在 η = ±1 附近的展开式作为角向方程的表达式

S(η; k,R) = (1→ η2)m/2
smax∑

s=0

d̃s(1 + η)s (2.28)

其中系数 d̃s 满足递推式

psd̃s+1 + qsd̃s + rsd̃s→1 + tsd̃s→2 = 0 (2.29)

– 10 –
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这里我们取 d̃→2 = d̃→1 = 0, d̃0 = 1，而递推系数为

ps = 2(s+ 1)(s+m+ 1)

qs = →[→φ+ b+m(m+ 1) + s(s+ 2m+ 1)]

rs = 2c2 + b

ts = →c2

(2.30)

函数的归一化系数可以定义为

∫ 1

→1

Sm′l′(η; k,R)Sml(η; k,R) dη = δll′ (2.31)

2.2.3 Ⳉ㦢➝⒴

径向方程要更加复杂一些，它拥有两个线性独立的解，我们写出来

Xreg
ml (ξ; k,R) = (ξ2 → 1)m/2F (t) (2.32a)

X irreg
ml (ξ; k,R) = (ξ2 → 1)m/2G(t) (2.32b)

其中 t = ξ → 1, F (t) ≡ F (t, 0)。函数 F (t,m) 满足方程

t(t+ 2)F ′′ + 2(m+ 1)(t+ 1)F ′ + [c2t2 + (2c2 + a)t+ a+m(m+ 1)→ φ]F = 0 (2.33)

对于 t < 1，F 函数定义为

F (t, ν) =
smax∑

s=0

gs(ν)t
s+ν (2.34)

其中系数满足四阶递推式

p̃sgs+1 + q̃gs + r̃gs→1 + t̃gs→2 = 0 (2.35a)

g→2 = g→1 = 0, g0 = 1 (2.35b)

p̃s = 2(ν + s+ 1)(ν + s+m+ 1) (2.35c)

q̃s = (ν + s)(ν + s+ 2m+ 1)→ φ+ a+m(m+ 1) (2.35d)

r̃s = 2c2 + a (2.35e)

t̃s = c2 (2.35f)

– 11 –
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而对于另外一个解是在 F (t, ν) 的基础上定义的：对于 m (= 0，

G(t) =
∂

∂ν
[(ν +m)F (t, ν)]|ν=→m (2.36)

对于 m = 0 的情况，

G(t) = F (t) ln t+
∂

∂ν
F (t, ν)|ν=0 (2.37)

为了得到其归一化系数，我们可以通过其渐进形式来得到

X(ξ; k,R) = A · 1

ξ2 → 1
Re
{[

1 +
smax∑

s=1

gs(cξ)
→s

]

· exp
[
→i

(
cξ +

a

2c
ln 2cξ → l + 1

2
π +!ml

)]
}

(2.38)

其中 ! = !(k,R) 是两点连续库伦波函数的相移（Phase Shift），其与单电荷的库伦波

函数的相移类似 σl = argΓ(l + 1→ iγ), γ = Z/k，两者有如下关系

!ml(k, 0) = σl = argΓ(l + 1→ iγ), γ = q/2c (2.39)

而 gs 系数满足以下六阶递推方程

i2(s+ 1) + [s(s+ 1)→ φ→ γ2 + i(2s+ 1)γ]gs

+ 2c2[γ → i2(s→ 1)]gs→1

+ c2[→2(s→ 1)(s→ 2) + φ+ 1→m2 + 2γ2 → i2(2s→ 3)γ]gs→2

+ 2c4[→γ + i(s→ 3)]gs→3

c4[(s→ 3)(s→ 4)→ γ2 + i(2s→ 7)γ]gs→4 = 0

(2.40)

而径向函数的归一化系数由其渐进形式决定，也就是在 ξ → ∞ 的情况下，两点连续库

伦波函数会退化为单点的库伦波函数，那么径向函数有

Fl(γ, kr) ∼ sin[kr + γ ln 2kr → (lπ/2) + σl] (2.41)

那么我们可以取 A = 1 作为归一化系数。当然考虑到波函数的完整解的归一化，我们可

以取

Nml =
2

R

√
2

π
(2.42)

有了以上的径向方程和角向方程的解的形式，我们便可以完整的表示出两点库伦波

函数的形式

ω(η, ξ,φ) =
∑

lm

amlSlm(η; k,R)X(ξ; k,R)eimφ (2.43)

– 12 –
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2.3 㠊㎲㾘⍖㥲☉♋⧣㓞㔠

2.3.1 Ⱋ㦢➝⒴㲓Ⳉ㦢➝⒴

由于对于两点电荷的情况的处理比较复杂，因此我们希望参考如何处理在椭球坐标

下的单电荷库伦波的散射行为，我们参考了 Ref.[32]的工作，希望能够首先研究单电荷的

散射行为继而拓展到双电荷的情况，因为其场方程是类似的，只是在参数上出现了差别，

我们考虑只有一个电荷在 B 点分布的情况，有单电荷在椭球坐标下的方程

d

dη

(
1→ η2

) dS
dη

+
m2S

1→ η2
+ [→qη + A→ c2η2]S = 0 (2.44a)

d

dξ

(
1→ ξ2

) dX
dξ

+
m2X

1→ ξ2
+ [qξ → A+ c2ξ2]X = 0 (2.44b)

这里的角向方程我们使用附录里的用连带勒让德函数展开的形式，参考附录A中，

Sml = NsPsml(η) = Ns

∑

ml

amlPml(η) (2.45)

根据微分方程的积分表示方法，我们可以知道方程2.44b的解可以表示为

∫ b

a

Km(ξ, η)Sml(η) dη (2.46)

其中 Km(ξ, η) 称为方程2.44a和2.44b的内核（Kernel），我们通过选取合适的积分上下限

来使得此积分的双线性伴随项（bilinear concomitant）

(1→ η2)

(
∂Km(ξ, η)

∂η
Sml(η)→Km(ξ, η)

∂Sml(η)

∂η

)
(2.47)

为 0，那么将表达式2.46带入方程2.44b得到内核 Km(ξ, η) 满足的方程为

(
∂

∂η

(
1→ η2

) ∂
∂η

+
∂

∂ξ

(
ξ2 → 1

) ∂
∂ξ

)

→m2

(
1

1→ η2
+

1

ξ2 → 1

)
+ C2(ξ2 → η2)

→ q(ξ + η)Km(ξ, η) = 0

(2.48)

通过观察我们很容易看出这是一个单电荷库伦波方程，且有一个电荷分布在原点，因此

为了对应上述电荷分布情况，我们可以做一个平移变换，

η0 =
1

2
R(ξ + 1)(1→ η), ξ0 =

1

2
R(ξ → 1)(1 + η) (2.49)

– 13 –
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那么内核的表达式可以选择一个库伦波函数的形式

(
1

2
R)meic(ξη→1)(ξ2 → 1)m/2(1→ η2)m/2

1F1(→
1

2

q

c
i,m+ 1; ic(ξ + 1)(1→ η)) (2.50)

并且取积分上下限 a = →1, b = 1 来满足双线性伴随项的消失，那么径向函数则由内核

与角向函数决定

X(1)
ml (ξ) =

∫ 1

→1

K(1)
m (ξ, η)Sml(η) dη (2.51)

这里 X(1) 表示由我们选取的其中一个内核 K(1) 计算得到的解。那么这里的径向函数可

以写为

X(1)
ml (ξ) = 2

(
d

2

)m (
ξ2 → 1

)m/2 Γ
(
1 + 1

2Ai
)
Γ(m+ 1)

Γ
(
m+ 1 + 1

2Ai
)

×
∞∑

r=0

aml
ir(2m+ r)!

r!
Km(ξ),

(2.52)

Km(ξ) ≡→ 1

2πi

∮

c′
dt{C[ξ(1→ t)→ t]}→m

× jm+r{c[ξ(1→ t)→ t]}(→t)→(Ai/2)→1(1→ t)m
+Ai/2

× eic[t(ξ+1)→1].

(2.53)

其中系数 aml 是角向函数在连带勒让德函数为基底展开下的系数，我们在附录A给出。

2.3.2 ☉♋⧣☨㓞㔠㸕⟙

我们已经知道单电荷在原点时的散射形式就是库伦波函数[32]，

Uc = v→1/2Γ(1 +
1

2
iq/c)e→

qπ
c4 eikr0 cosΘ

1F1(→
1

2

q

c
i; 1; 2ikr0 sin2 1

2
Θ) (2.54)

我们需要进行坐标变换到我们需要的椭球函数，则有变换规则

r0 =
1

2
R(ξ → η)

z0 =
1

2
R(ξ → η)

cosΘ = cos θ0 cos θ′ + sin θ0 sin θ′ cos(φ→ φ′)

(2.55)

因此，完整的单电荷散射库伦波函数的形式为

Uc =
∞∑

m=0

∞∑

l=m

Bml(c, θ
′)R(1)

ml (ξ)Sml(η) cos[m(φ→ φ′)] (2.56)
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其中系数 Bml 定义为

Bmn (c, θ
′) =

(ik)mΓ
(
m+ 1 + 1

2iA
)

Γ(m+ 1)
exp

(
ic→ Aπ

4

)
(2→ δ0m)

Nmn(A,C)

× v→1/2

( ∞∑

r=0

(→1)r
(2m+ r)!

r!
Dmn

r (A,C)

)→1

× Smn (A,C;→ cos θ′) .

(2.57)

于是，我们获得了完整的单电荷的库伦波函数的散射振幅，我们可以使用数值方法

对其进行验证。以上的结论可以为我们拓展到两点电荷的库伦波方程提供参考，尤其是

用积分表示得到内核的方法和计算出散射振幅能够拓展到两点电荷的散射振幅的求解

上；同时，反过来也可以在获得两点电荷库伦波方程的散射振幅后，验证其中一个电荷

Z1 = 0 的退化形式是否与单电荷的结论一致。

2.4 ⳨㲚㎸⒉➝⒴➶㣨

2.4.1 ⧴⛖ⱐ⒉⒉➝⒴

对于局域场的分析，我们已经有了相对完整的理论去解释，在对于 B 点的局域区，

我们首先假设其是克尔黑洞（旋转黑洞），我们先考虑最简单的标量场，根据[25]的工作，

我们使用纽曼彭罗斯形式 (简称 N-P 形式)[27]来解决我们的问题，首先我们写出克尔度

规

ds2 =→
(
1→ 2Mr

Σ

)
dt2 → 4aMr sin2 θ

Σ
dt dφ+

Σ

!
dr2

+ Σdθ2 +
(
!+

2Mr (r2 + a2)

Σ

)
sin2 θdφ2

(2.58)

其中，

Σ = r2 + a2 cos2 θ (2.59a)

! = r2 → 2Mr + a2 (2.59b)

我们构造一组满足正交关系的四标架，其满足

l · n = 1 (2.60a)

m ·m∗ = →1 (2.60b)
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则我们有 N-P 形式矢量表达式

lµ = [(r2 + a2)/!, 1, 0, a/!] (2.61a)

nµ = [r2 + a2,→!, 0, a] (2.61b)

mµ = [ia sin θ, 0, 1, i/sinθ]/[21/2(r + ia cos θ)] (2.61c)

我们又定义了如下 N-P 形式旋量系数

ρ = →1/(r → ia cos θ) (2.62a)

β = →ρ∗ cot θ/(2
√
2) (2.62b)

π = iaρ2 sin θ/
√
2 (2.62c)

τ = →iaρρ∗ sin θ/
√
2 (2.62d)

µ = ρ2ρ∗!/2 (2.62e)

γ = µ+ ρρ∗(r →M)/2 (2.62f)

α = π → β∗ (2.62g)

还有对应的 N-P 形式微分算子

D = lµ∂/∂xµ (2.63a)

! = nµ∂/∂xµ (2.63b)

δ = mµ∂/∂xµ (2.63c)

带入经过变量代换后的爱因斯坦场方程，将会得到一偏微分方程，且由于有旋转对称性，

我们可以对其进行分离变量

[
(r2 + a2)2

!
→ a2 sin2 θ

]
∂2ω

∂t2
+

4Mar

!

∂2ω

∂t∂ϕ
+

[
a2

!
→ 1

sin2 θ

]
∂2ω

∂ϕ2

→!→s ∂

∂r

(
!s+1∂ω

∂r

)
→ 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂ω

∂θ

)
→ 2s

[
a(r →M)

!
+

i cos θ
sin2 θ

]
∂ω

∂ϕ

→2s

[
M (r2 → a2)

!
→ r → ia cos θ

]
∂ω

∂t
+
(
s2 cot2 θ → s

)
ω = 4πΣT.

(2.64)

ω = eiωteimφS(θ)R(r) (2.65)
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我们将得到径向和角向的微分方程

!→s d

dr

(
!s+1dR

dr

)
+

(
K2 → 2is(r →M)K

!
+ 4isωr → φ

)
R = 0 (2.66)

1

sin θ
d

dθ

(
sin θdS

dθ

)
+

(
a2ω2 cos2 θ → m2

sin2 θ
→ 2aωs cos θ → 2ms cos θ

sin2 θ
→ s2 cot2 θ + s+ A

)
S = 0, (2.67)

其中 K ≡ (r2 + a2)ω → am,φ ≡ A+ a2ω2 → 2amω,! = r2 → 2Mr+ a2；对于角向的解我

们称之为自旋加权椭球函数 (Spin-weighted Spheroidal Function)，我们已经很多工作对

其做了详细的研究；而径向的方程，被称之为图科斯基方程（Teukolsky Equation），目

前还没有完整的解析形式，但是我们对其一些特殊形式进行研究得到了一些解析形式，

比如合流修恩函数[20]。且有在黑洞事件视界附近的边界条件[1]

lim
r→r+

Rlm(r) ∼ (r → r+)
→iφ (2.68)

其中 σ = 2r+(ω→ωc)
r+→r−

, ωc = am
2Mr+

, r± = M ±
√
M2 → a2(取 G = 1, c = 1 单位制)。由于

Teukolsky 方程没有完整的解析形式，因此我们往往采用数值积分的形式来了解波函数

在局域区的行为，我们使用 Mathematica 代码进行计算。

图 2.4: 利用 Mathematica 计算的黑洞径向方程在参数 a = 0.5,ω → 0.5, l = 0,m = 0 的

分布

2.4.2 ⳨㲚⒉㓞㔠㦐㮰

对于散射过程，尤其是对于引力波等天体方面的散射问题，我们往往更关心散射过

程的相移以及波形信息，而不是散射截面，因为引力势或者库伦势这种长程势的原因，
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散射截面必然趋于无穷大，则丧失其讨论价值；我们仍考虑最简单的情况，标量场散射

问题。

在上一小节我们已经得到了在克尔黑洞附近的波函数的分布，注意到当 r → ∞ 时，

黑洞的广义相对论效应 (包括黑洞旋转的拖拽效应) 必然会趋近于零，只剩下牛顿势能

的部分，也就是从局域区过渡到近似区的过程，那么我们很容易从物理上得到一个结

论—Teukolsky 方程在 r → ∞ 的渐进形式必然是合流超几何函数对应的方程，实际上

我们在经过计算后，得到 Teukolsky 方程的渐进形式如下

d2

dr2
(rR) +

[
ω2 +

4Mω2

r
→ Λ

r2

]
rR = 0 (2.69)

其中 Λ 是该方程的本征值，表达式是符合我们的结论的。

我们再考虑相移我们可以考虑无穷远入射到局域区然后散射到无穷远的过程，在这

个过程中，入射与散射将会产生一个相位偏移，且由于黑洞会吸收一部分波，因此相移

是复数的且模长恒小于 1。同时，在无穷远处的波的解析形式是合流超几何函数表示的，

或者其渐进的形式，我们可以表示出关于入射和散射波的表达式，假设产生的相移为

δl = σLR
l + δSRl (2.70)

其中，σLR
l 代表只由于库伦波散射产生的相移，这个值我们是知道的，出现在合流超几

何函数的渐进形式中，计算式是

σLR
l (φ) ≡ Arg(Γ(l + 1 + φ)) (2.71)

而由于黑洞部分影响的短程势部分是未知的，我们需要将其提取出来。考虑一般形式

uL(x) ∼ Ae2iδ
SR
L ei(x→λ log(2x)+φL→ 1

2Lπ) +Be→i(x→λ log(2x)+φL→ 1
2Lπ) (2.72a)

uL(x) ∼ B

[
A

B
e2iδ

SR
L ei(x→λ log(2x)+φL→ 1

2Lπ) + e→i(x→λ log(2x)+φL→ 1
2Lπ)

]
(2.72b)

u′
L(x) ∼ B

[
A

B
e2iδ

SR
L ei(x→λ log(2x)+φL→ 1

2Lπ)i(1→ φ

x
) (2.72c)

+e→i(x→λ log(2x)+φL→ 1
2Lπ)(1→ φ

x
)(→i)

]
(2.72d)

则我们可以得到

uL → iu′
L

1→ λ
x

= 2B̂
A

B
e2iδ

SR
ei(x→λ log(2x)+φL→ 1

2Lπ) (2.73)

uL +
iu′

L

1→ λ
x

= 2B̂e→i(x→λ log(2x)+φL→ 1
2Lπ) (2.74)
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消去振幅信息，我们可以得到相移信息，

A

B
e2iδ

SR
=

uL → iu′
L

1→λ
x

uL +
iu′

L

1→λ
x

e→2i(x→λ log(2x)+φL→ 1
2Lπ) (2.75)

于是，我们便可以通过径向的波函数在区域无穷远时，上述相移将会稳定在一个特定的

值，也就是波函数与标准库伦波函数匹配了。

但是，我们在实际计算过程发现，标准的库伦波和径向波函数在选取特定的 ω 和 l

时并不容易匹配，往往会出现匹配速度缓慢的问题，尤其是在在 ω * l 和 ω + 1 时会

出现这样的问题。

经过我们的分析发现，在黑洞附近的引力势能会产生一个类似“山峰”的势垒，且随 l

的增大而增大，这一点我们可以通过 Teukolsky 方程分析得到。对于大 l 时候，事件视

界附近的引力势会远大于标量波的能量，会产生类似弹性散射的现象，散射波和入射波

的相移计算匹配速度缓慢；而对于，高 ω 的情况，标量波能量远大于引力势，则标量波

对于势垒的响应不够明显，也会出现匹配速度慢的情况。

图 2.5: 对于不同 l，克尔黑洞势垒的示意图, 其中左边红线为事件视界半径

针对这种情况，我们参考了张宏老师[33]处理虫洞势垒散射的问题的方法，也包括处

理类似问题的一系列工作[34-36]，我们将使用 WKB 近似方法，会极大的提高收敛速度，

且得到的相移误差在误差允许范围内，因此，这是我们接下来需要完成的工作。
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2.5 ⍋ⰻ㝫⮔㊧㈨➝➈

2.5.1 ⫑〉㙴⿁

我们在上述三节分别分析了在长程区、局域区的场方程和相移问题。在这一节我们

尝试如何将两个区域的场方程匹配起来。我们的理论框架的基本思路是，根据散射的物

理图像，我们知道 A 点附近的波函数的渐进形式应为库伦波的形式

ωA ∼ eikrA→iλ log(2krA)

rA
(2.76)

而 B 点的波函数形式应该为出射波和入射波的叠加，

ωB ∼ B
eikrB→iλ log(2krB)

rB
+ C

e→ikrB+iλ log(2krB)+Θ

rB
(2.77)

有了两个点附近的波函数的形式，我们就需要得到两点连续库伦波方程的解并对其进行

分析，来发挥一个用于连接波源和散射源的波的信息的桥梁作用。而具体思路是，我们

将两点连续库伦波方程的解在 A、B 两个点附近进行展开，并和 A 点给出已知的出射

波函数对应来确定级数解的各项系数，然后再用这个解在 B 点附近展开，来获得对应

的出射波和入射波的振幅、相位等信息。然后就可以将所有散射的信息对应到任意位置

的观察者上。

我们写出长程区的场方程，其由两点连续库伦波方程控制

ω(η, ξ,φ) =
∑

lm

amlSlm(η; k,R)Xlm(ξ; k,R)eimφ (2.78)

在 A 附近处，A 作为波源应当只有出射波的部分，也就是

ωA ∼ eikrA→iλ log(2krA)

rA
(2.79)

其可以变换到椭球坐标下

ωA ∼ 2eikR
ξ+η
2 →iλ log(2kR ξ+η

2 )

R(ξ + η)
(2.80)

我们可以使用泰勒展开在 η ∼ →1, ξ ∼ 1 附近进行展开，得到展开系数并与长程区方程

对应的展开系数进行匹配，从而得到全空间的散射波的分布。这样，我们就能得到 B 点

附近的波函数的形式，我们期望其在 B 点附近的渐进形式应当为出射波和入射波的线

性组合。我们也可以参考第2.3节的工作，将处理单电荷的方法拓展到这里。其最后的散

射振幅的形式也应当是类似的。换句话说，两点连续库伦波主要的作用是提供给 A、B

– 20 –



山东大学本科毕业论文

两个点的波函数的一一对应的关系，因此这里存在着可以简化的空间，我们只需要找到

A、B 两点之间的函数关系就可以不再考虑对于复杂的长程区方程的求解。

这里，我们给出一个在不完整求解两点库伦波方程的前提下给出大致的对饮关系的

一个理论思路，但仍需要完善。

2.5.2 㮥㺸⶙ㅢ☨㊧㈨➝➈

首先考虑在波源 A 的近似区波的行为，其决定的方程为

d2

dx2
HA±

l (x) +

[
1→ l(l + 1)

x2
→ 2ηA

x

]
HA±

l (x) = 0 (2.81)

其中，HA±
l (x) 代表了合流超几何函数，和方程2.15相比，可以确定参数的关系：x =

ωrA/σ, ηA = →1
2kZA。而对于合流超几何函数，可以在 x → ∞ 有渐进形式

HA±
l (x) → e±i[x→ηA log(2x)→ l

2π+φl(ηA)] (2.82)

通过这个渐进形式，我们可以发现对于实际的散射问题，我们根本无法得到平面波

的解，取而代之的是其渐进形式的传播。同时，我们也可以得到长程区在 A 附近的近似

区的联系：当靠近 A 时，B 的效应应该被忽略，取而代之的是波函数在 A 附近以 A 的

库伦波形式传播，则有关系

1

σ(ξ + η)
FA

0 (ω(ξ + η)) =

∫
dρal0(ρ)X

(ηA+ηB)
0 (ρ, 1)S(ηA→ηB)

0 (ρ, η) (2.83)

其中 ρ 为分离常量，FA
0 (x) 为合流超几何函数

FA
0 (x) =

e→πηA/2 |Γ (l + 1 + iηA)|
2(2l + 1)!

(→i)l+1MiηA,l+ 1
2
(2ix) =

1

2i

[
HA+

l (x)→HA→
l (x)

]
(2.84)

对于方程2.83，我们已经通过上标写明 Xm 和 Sm 对于 ηA 和 ηB 的依赖关系，。在 A
点附近波从近似区传播到长程区时，当满足 η ∼ →1 和 1 + ω(ξ → 1) + 2ω 时，应当有

对应关系

1

σ(ξ + η)
[2ω(ξ + η)]→iηAei[ω(ξ+η)+φ0(ηA)] =

∫
dρal0(ρ)X

(ηA+ηB)
0 (ρ, 1)S(ηA→ηB)

0 (ρ, η) (2.85)
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对于上述方程，我们根据 Leaver 的级数解法[37]，可以得到级数在 A 点附近展开的

级数解，对于 m = 0，我们有

S0(ρ, η) = eiω(η+1)
+∞∑

n=0

cηn(ρ)(η + 1)n (2.86)

αθ
0c

θ
1 +βθ

0c
θ
0+ = 0,

αθ
nc

θ
n+1 +βθ

nc
θ
n + γθnc

θ
n→1 = 0,n = 1, 2, · · ·

(2.87)

其中，系数为

αη
n = →2n2 → (B2 + 2)n→ B2,

βη
n = n2 + (B2 → 4iω → 1)n→ a→ iωB2 + ρ+m(m+ 1),

γηn = 2iωn+ iω (B2 → 2) + a,

(2.88)

以及常数为

a = 2Mσ (NA →NB) = →2ω (ηA → ηB) ,

B2 = 2(m+ 1).
(2.89)

我们可以得到各级级数，假设 0 级为 cη0 = 1，

cη1 =
ρ

2
→ 1

2
(a+ 2iω)

cη2 =
1

16
ρ2 +

1

8
(1→ a→ 4iω)ρ+

1

16

(
a2 + 8iaω → 12ω2

)

cη3 =
1

288
ρ3 +

1

288
(8→ 3a→ 18iω)ρ2 +

1

288

(
3a2 + 36iaω → 6a→ 92ω2 → 36iω + 12

)
ρ

→ 1

288

(
a3 + 18ia2ω + 2a2 → 92aω2 → 120iω3 + 8ω2

)

· · ·

(2.90)

则有表达式

SηA→ηB
0 (ρ, η) = eiω(η+1)

+∞∑

n=0

cηn(ρ)(1 + η)n (2.91)

虽然级数系数已经被归一化，但为了避免符号上出现混乱，我们以 S0(ρ,→1) 作为归

一化系数
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SηA→ηB
0 (ρ, η) = SηA→ηB

0 (ρ,→1)eiω(η+1)
+∞∑

n=0

cηn(ρ)(1 + η)n (2.92)

观察各级系数，我们很容易发现 ρ 都以幂级数线性叠加的形式存在，因此为了简化

问题，我们定义“n 阶矩”ZA
n 为

ZA
n ≡

∫
dρa0(ρ)X

ηA+ηB
0 (ρ, ξ)SηA→ηB

0 (ρ,→1)ρn (2.93)

则公式2.83的右边可以改写为

eiω(η+1)

{
ZA

0 +
1

2
(η + 1)

[
→(a+ 2iω)ZA

0 + ZA
1

]

+
1

16
(η + 1)2

[(
a2 + 8iaω → 12ω2

)
ZA

0 + 2(1→ a→ 4iω)ZA
1 + ZA

2

]

+
1

288
(η + 1)3

[
→
(
a3 + 18ia2ω + 2a2 → 92aω2 → 120iω3 + 8ω2

)
ZA

0

+
(
3a2 + 36iaω → 6a→ 92ω2 → 36iω + 12

)
ZA

1 + (8→ 3a→ 18iω)ZA
2 + ZA

3

]

+O
(
(η + 1)4

)}

(2.94)

实际上，我们其实是以“n 阶矩”ZA
n 为基, 将波函数在 A 附近展开，如果我们希望求

解 ZA
n 是不难得到的，首先上述展开时应该等于库伦波在 A 点的解，应该与式子2.85对

应，且上述表达式是关于 (1 + η) 的幂级数求和，那么我们可以对表达式2.85做 (1 + η)

的泰勒展开，则可以得到各阶矩的表达式，我们写出

ZA
0 =

∫
dρa0(ρ)X

ηA+ηB
0 (ρ, ξ)SηA→ηB

0 (ρ,→1) =
[2ω(ξ → 1)→iηA ]

σ(ξ → 1)
ei[ω(ξ→1)+φ0(ηA)] (2.95)

ZA
1 =

∫
dρa0(ρ)X

ηA+ηB
0 (ρ, ξ)SηA→ηB

0 (ρ,→1)ρ (2.96)

=
[2ω(ξ → 1)→iηA ]

σ(ξ → 1)2
ei[ω(ξ→1)+φ0(ηA)][a(ξ → 1)→ 2iηA + 2iω(ξ → 1)→ 2] (2.97)

很明显，如果我们将这个类似的方法应用到 B 点附近是类似的情况，但是 A 与 B
的情况并不具有对应关系，因为 A 点作为波源只包含了出射波的信息，而对于 B 点的

散射源，应当包含入射波和反射波的信息，因此 A 点的表达式应当是 B 点表达式的退
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化形式，于是，我们需要找到在 A 点出射波与 B 点的波函数关系，首先对 B 点附近

(φ ∼ 1) 的波进行同样的展开

S0(ρ,φ) = S0(ρ, 1)e
iω(1→λ)

+∞∑

n=0

dλn(ρ)(1→ φ)n (2.98)

也有同样形式的“n 阶矩”ZB
n

ZB
n ≡

∫
dρa0(ρ)F

λA+λB
0 (ρ, ξ)SλA→λB

0 (ρ, 1)ρn (2.99)

因此也有同样的以 ZB
n 为基的展开式，但明显 ZB

n 和 ZA
n 的关系并不是平凡的，尤

其是积分非常复杂，但注意到 SλA→λB
0 (ρ,→1) 是关于 ρ 和 φA → φB 的函数，这里我们可

以参考我们对于角向方程的分析，部分求解得到 ZA
n 和 ZB

n 的关系。

但值得肯定的是，由于 ξ(ρ) 是非平凡的，其将提供在 B 点出射波和入射波同时存在

的信息，但我们所预期的是在长程区以 ZB
n 为基的展开式需要与 B 点近似区的表达式

匹配，也就是

∑

l

1

σ(ξ → φ)

{
ul[2ω(ξ → φ)]→iλBei[ω(ξ→λ)+φl(λB)]

+vl[2ω(ξ → φ)]iλBe→i[ω(ξ→λ+φl(λB))]
}
P 0
l

(
φξ → 1

ξ → φ

) (2.100)
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☾㑻㷦 㗷㺗⭜㚛

3.1 Ⳉ㦢➝⒴☨㗷㺗⭜㚛

在第二章，我们已经获得了两点库伦波函数的径向方程与角向方程的解析表达式，因

此我们可以通过数值方法计算函数的行为，这里我们使用 Mathematica 代码进行数值

计算并给出不同参数下函数的行为。

首先，我们计算角向函数 Sml(η) 的数值结果，其中涉及到的参数有 k,R, Z2, Z1,m, l，

我们可以改变不同的参数来展示函数不同的行为。

k=0.2

k=1

k=2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.0

0.2
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(a)
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k=2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

S01 (η; k, R), R 1

(d)

图 3.1: 我们画出经过归一化的的角向函数 Sml(η; k,R)，我们通过改变参数 m, l, k, R 来

表现出角向函数的不同的行为
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3.2 Ⳉ㦢➝⒴☨㗷㺗⭜㚛

接下来，我们根据第二章中给出的径向方程的解析解，绘制出径向函数其中一个线

性独立解 Xreg
ml (η; k,R) 的图像，同样我们需要改变不同的参数 m, l, k, R 来观察其不同

行为。
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-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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(c)
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1.0

X01 (ξ; k, R), R 1
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图 3.2: 我们画出径向函数 Xml(η; k,R)，我们通过改变参数 m, l, k, R 来表现出径向函数

的不同的行为
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☾㙼㷦 㽼ⰵ㲓㷝㠯

4.1 㽼ⰵ

本论文的核心点在于⼉♇⻸㩦ⶲ⿢⏒⧉㗷在长程势散射中的应用，并由此构建了一

个从远场牛顿区到强场局域区的耦合计算框架。我们列出以下几个要点

1. 㫼ⳑ⛑⫒ᱶ⶛⟞➶⏒➈➂㓞
传统分波法在处理长程势（库仑势或引力势）时，分波级数因小角散射项累积导

致发散。为解决红外发散问题，本文提出引入两点连续库仑波函数，替代平面波

单源入射的假设，从源–散射双中心体系本质上根除发散根源。

2. ⼉♇⻸㩦ⶲ⿢⏒➝⒴☨☠ⓞ㲓ⰶ㣨ⰶ

• 椭球坐标变换：在波源 A 与散射源 B 间距 R 的双心体系中，引入椭球坐标

ξ =
rA + rB

R
, η =

rA → rB
R

,

完成两点连续库仑方程的分离变量。

• 角向方程（式 (2.22a)）：在 η ∈ [→1, 1] 区间展开，角向函数 Sm,(η; k,R) 采用

连带勒让德多项式级数，并由五阶递推关系计算本征值与归一化系数。

• 径向方程（式 (2.22b)）：在 ξ ≥ 1 区间构造两组线性独立解，利用级数展开

与相移 !m,(k,R)（见式 (2.40)）保证与单点库仑相移 σ, 在 ξ → ∞ 极限下精

确匹配。

• 相移提取：通过级数系数的六阶递推式求解 !m,，有效捕捉双源耦合导致的

相位修正，彻底避免单源平面波分解的发散。

3. ⼉♇➝➈☨㬕㺆㲓㟺⤿

• 单电荷退化检验：在双心系统退化为单点电荷时，内核积分与级数展开重现

经典库仑散射振幅，验证两点连续库仑波函数的正确性与一致性。
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• 局域区耦合：将两点库仑波解在牛顿近似区与 Teukolsky 方程的强场局域区

耦合，确保整个传播链路从源头到黑洞近区再到观察者的波函数连续一致。

4. 㗷㺗㖯㦆㲓㩂ㅢ

• 级数收敛测试：利用 Mathematica 对角向和径向级数在多组 (k,R,m, 4) 参数

下进行了收敛性检验，结果表明两点级数对长程区散射振幅与相移均能快速

稳定收敛。

• WKB 加速：在 Teukolsky 方程的势垒匹配缓慢场景，引入 WKB 近似方案，

大幅提升相移计算效率，并保持误差在可控范围。

5. 㯌㯏㲓㍰Ⳃ

• 根本性突破：两点连续库仑波函数体系从根本上化解了长程散射的红外发散，

为电磁波及引力波散射提供了一种解析与数值兼备的统一框架。

• 广泛应用：该方法可推广至自旋 s = 1, 2 的场散射、多体体系与非对称势场，

并为引力透镜观测与多信使天文学中的波动信号计算奠定理论基础。

通过对⼉♇⻸㩦ⶲ⿢⏒⧉㗷的深入解析与数值验证，本文不仅在散射理论上取得突

破，更为后续高自旋场与复杂天体系统的波动研究提供了坚实方法论。

4.2 㷝㠯

本工作提出的新的引力波散射理论框架为长程势能下的散射问题提供了一种系统性

的解决方案，尤其在克服传统分波法的发散性方面展现出显著优势。未来仍有诸多值得

深入探索的方向：首先，在理论构建方面，目前的模型主要针对标量场，尚未充分推广

至具有自旋的电磁波（s = 1）与引力波（s = 2）场。后续工作可以尝试将本文框架推

广至张量场的情形，并分析其在不同自旋下的散射特征与相移行为，以增强模型的普适

性和适用性。

其次，在数值方法方面，虽然本文引入了 WKB 近似以提高相移计算的效率与收敛

性，但在某些极限参数（如大 l、小 ω）下仍存在数值不稳定的情况。后续研究可以结

合矩阵方法、谱方法等更高阶的数值技术，以进一步优化计算精度与稳定性。
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此外，从观测应用角度出发，随着空间引力波探测器（如 LISA、天琴计划等）的逐

步推进，理论模型需要与实际观测数据进行更紧密的对接。因此，有必要发展更高阶的

近似解和有效理论，用于解释在复杂天体背景（如多体系统或非对称扰动）下的波传播

与散射现象。

最后，本理论框架不仅适用于天文尺度下的波传播问题，也有潜力推广至等离子体

物理、原子分子碰撞等其他存在长程相互作用的物理系统中，从而拓展其交叉学科的研

究价值。

综上所述，本文工作不仅对传统散射理论作出了有力补充，更为未来从理论、数值

与应用三方面的深入研究提供了坚实的基础。
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⡛⿆ A ⼉♇⻸㩦ⶲ⿡⏒⧉㗷☨⏣Ⓦ

A.1 ⧉㗷☨㠞㸟ⰶ

我们参考了 Ref.[30]的工作，给出两点连续库伦波函数的完整解的形式，他们有不同

的行为和解析性，

Qsmν (ξ) =
∞∑

n=→∞
amν+nQ

m
ν+n(ξ) (A.1a)

Qsm→1→ν =
∞∑

n=→∞
am→1→ν+nQ

m
→1→ν+n(ξ) (A.1b)

Fsmν (ξ) =
1

ξ

[
ξ2 → 1

ξ2

]1/2m n=→∞∑

∞
dmν+nFν+n(φ, cξ) (A.1c)

Fsm→1→ν =
1

ξ

[
ξ2 → 1

ξ2

]1/2m ∞∑

n=→∞
dm→1→ν+nF→1→ν+n(φ, cξ) (A.1d)

F̃ smν (ξ) =

[
ξ + 1

ξ → 1

]1/2m ∞∑

n=→∞
d̃mν+nF̃ν+n[φ, c(ξ + 1)] (A.1e)

Psmν =
∞∑

n=→∞
amν+nP

m
ν+n(ξ) (A.1f)

其中出现的函数有

Qν+n : 第二类勒让德函数

Fν+n : 广义库伦波函数

Fν(φ, ρ) =
2ν [Γ(1 + ν → iφ)Γ(1 + ν + iφ)]1/2

Γ(2ν + 2)
ρν+1e→iρ

1F1(1 + ν → iφ, 2ν + 2, 2iρ)

以及上述定义中出现的系数 amn 和 dmn 是通过两个五阶递推式定义的，我们会在下一节

中给出具体的表达式。这些解在不同条件下拥有不同的敛散性，我们需要寻找到其中符

合物理情景的解。
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A.2 ㎳⧧㥥㗷☨⛊㯏

[30]我们给出方程2.20b和2.20a的解中涉及到的系数的定义，他们是由两个五阶递推式

得到的，我们有

wn+2a
m
ν+n+2 + vn+1a

m
ν+n+1 + una

m
ν+n + tn→1a

m
ν+n→1 + sn→2a

m
ν+n→2 = 0 (A.3a)

wn+2 =
(ν + n+m+ 1)(ν + n+m+ 2)

(2ν + 2n+ 3)(2ν + 2n+ 5)
c2 (A.3b)

vn+1 =
(ν +m+ n+ 1)

(2ν + 2n+ 4)
q (A.3c)

un = (ν + n)(ν + n+ 1)→ A+
2(ν + n)(ν + n+ 1)→ 2m2 → 1

(2ν + 2n→ 1)(2ν + 2n+ 3)
c2 (A.3d)

tn→1 =
(ν + n→m)

(2ν + 2n→ 1)
q (A.3e)

sn→2 =
(ν + n→m)(ν + n→m→ 1)

(2ν + 2n→ 1)(2ν + 2n→ 3)
c2 (A.3f)

w̃n+2d
m
ν+n+2 + ṽn+1d

m
n+1 + ũmd

m
n + t̃n→1d

m
ν+n→1 + s̃n→2d

m
ν+n→2 = 0 (A.3g)

w̃n+2 = → [(ν + n+ 2)2 + φ2]1/2 [(ν + n+ 1)2 + φ2]1/2 (ν + n→m+ 1)(ν + n→m+ 2)

(ν + n+ 1)(ν + n+ 2)(2ν + 2n+ 3)(2ν + 2n+ 5)

(A.3h)

ṽn+1 = → 2φm [(ν + n+ 1)2 + φ2]1/2 (ν + n→m+ 1)

(ν + n)(ν + n+ 1)(ν + n+ 2)(2ν + 2n+ 3)
c2 (A.3i)

ũn = (ν + n)(ν + n+ 1)→ A+ c2
{
2(ν + n)(ν + n+ 1)→ 2m2 → 1

(2ν + 2n→ 1)(2ν + 2n+ 3)
+ (A.3j)

+
2φ2 [(ν + n)(ν + n+ 1)→ 3m2]

(ν + n)(ν + n+ 1)(2ν + 2n→ 1)(2ν + 2n+ 3)

}

t̃n→1 =
2φm [(ν + n)2 + φ2]1/2 (ν + n+m)

(ν + n→ 1)(ν + n)(ν + n+ 1)(2ν + 2n→ 1)
c2 (A.3k)

s̃n→2 = → [(ν + n→ 1)2 + φ2]1/2 [(ν + n)2 + φ2]1/2 (ν + n+m→ 1)(ν + n+m)

(ν + n→ 1)(ν + n)(2ν + 2n→ 3)(2ν + 2n→ 1)
(A.3l)

A.3 ➶⹹⒋⼋㲓〉㸛㺗☨⭜㚛➝➈

[30]我们首先给出分离成常量与本征值的关系，这里定义一个新的函数，其是原方

程2.20b做了变量代换 t = 1
2(1 + ξ) 后的解，

F̃m
ν (ξ) =

[
ξ + 1

ξ → 1

]1/2m ∞∑

n=→∞
d̃mν+nF̃ν+n[φ, c(ξ + 1)] (A.4)
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此解中有连续库伦波函数定义为 F̃ν(φ, ρ) = 1/ρFν(φ, ρ)，其中 d̃mν+n 满足递推式

Vn+1d̃
m
ν+n+1 + Und̃

m
ν+n + Tn→1d̃

m
ν+n→1 = 0 (A.5a)

Vn+1 =
→2c [(ν + n+ 1)2 + φ2]1/2 (ν + n+m+ 1)

(2ν + 2n+ 3)
(A.5b)

Un = (ν + n)(ν + n+ 1)→ A+ c2 (A.5c)

Tn→1 =
→2c [(ν + n)2 + φ2]1/2 (ν + n→m)

(2ν + 2n→ 1)
(A.5d)

因此从上述递推式，我们定义如下关系

Rn(ν) ≡
d̃mν+n

d̃mν+n→1

=
→Tn→1

Un + Vn+1

(
d̃mν+n+1

(
d̃mν+n

) (A.6a)

Ln(ν) ≡
d̃mν+n

d̃mν+n+1

=
→Vn+1

Un + Tn→1

(
d̃mν+n→11d̃

m
ν+n

) (A.6b)

上述定义表明，当 n 很大时，Rn(ν) ∼ c/n 或 n/c，Ln(ν) 也有类似的行为。对于 n * 1，

我们要求收敛解 Rn(ν) ∼ c/n，而对于 n + →1，我们要求解 Ln(ν) ∼ c/n。因此，我们

选取某个足够大的正数 N * 1，并忽略项 VN+1

[(
d̃ν +N + 1m

)
/
(
d̃ν +N

)]
（其量级

为 c2），因为它相对于 UN（其量级为 N2）来说可以忽略。这使我们能够计算 RN(ν)，

并且我们有

Rn→1(ν) =
→Tn→2

Un→1 + VnRn(ν)
(A.7)

我们可以计算所有 Rn(ν) 对于 n < N，以及 Ln(ν) 在 n > N ∗，其中 N∗ 是一个足够大

的负数。那么我们有

d̃mν+n = d̃mν
∏n

r=1 Rr(ν) n > 0

d̃mν+n = d̃mν
∏n

r=→1 Ln(ν) n < 0
(A.8)

它们都提供收敛的解。显然，这两个通过上述方式定义的级数能构成微分方程2.20b的

一个解的条件是：

R1(ν)L0(ν) =
d̃mν+1

d̃mν
· d̃mν
d̃mν+1

= 1 (A.9)

而如果 ν = l，我们可以通过上述递推式得到条件

L→m→l +
U→m→l

V→m→l+1
= 0 (A.10)
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因此，整理上述关系，我们可以得到本征值 ν 与分离常量 A 之间的关系满足
⎧
⎪⎨

⎪⎩

L→m→l +
U−m−l

V−m−l+1
= 0 ν = 整数

R1(ν)L0(ν)→ 1 = 0 ν (= 整数
(A.11)
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